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Trigonometria |

La trigonometria (medicion de tridngulos) es una rama de las matematicas que se dedica al estudio de las razones

trigométricas de los dngulos: seno, coseno, tangente...

1-. Angulos

Para poder aplicar estas razones trigonométricas en angulos, primero tenemos que tomar una unidad de medida
para estos. Vamos a trabajar con dos unidades de medida los grados sexagesimales (que pueden expresarse con

decimales o con grados °, minutos ' y segundos ") y los radianes (rad).

°=0rad
90°=Z rad
B ra

180°=us rad
360°=2 7 rad

La unidad de medida de angulos en el sistema internacional es el radian (rad):

Un radian es la medida del angulo central de una
circunferencia que abarca un arco de longitud igual a la
del radio.

Una vuelta entera serian 21t radianes = 6,28 radianes.

Una radian es aproxidamente 57.2958°.

Ambas unidades presentan sus ventajas y sus desventajas, asi
que es bueno acostumbrarse a manejar ambas y sus
equivalencias.

Utilizando los radianes podemos obtener cuanto mide un
arco de circunferencia simplemente multiplicando el angulo
por el radio.

Longitud de un arco de circunferencia = angulo en radianes -

De esta relacién se obtiene la formula del perimetro de una circunferencia

P=2xr

radio
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08
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Para ayudarnos con los angulos vamos a trabajar con la (una
circunferencia centrada en el eje de coordenadas y de radio 1 unidad).

Con esta circunferencia podemos representar cualquier angulo (recuerda que los angulos positivos van
en sentido antihorario).

90°

Los angulos positivos se miden en el
sentido contrario a las agujas del
reloj.

1° Cuadrante

2° Cuadrante

00
360°

3° Cuadrante

Los angulos negativos se miden en el
sentido de las agujas del reloj.

Para pasar de grados sexagesimales (grados a partir de ahora) a radianes, basta con aplicar una regla

de 3.
Para ello basta con aplicar una sencilla regla de 3 utilizando alguna de 90° T rad
las equivalencias entre grados y radianes o] 2
¢Cuantos radianes son 20 grados?
Hacemos una regla de 3.
4> 1
n 180 20 1 180° @ [rad . 0° 0 rad
x=—mx rad = —x rad B (A N
x ——» 20 180 0 , 360° 27 rad
¢Cuantos grados son 1 radian?
IIT —» 180

x=180 = 57110

1 — X

Como habras observado, los radianes suelen expresarse en funcion del niimero Pi, mientras que para
los grados si que empleamos los decimales.
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2-. Razones trigonométricas de un angulo

2.1 ;Qué son las razones trigonométricas?

Utilizando un tridngulo rectangulo, obtenemos las famosas razones trigonométricas seno, coseno y tangente; simplemente son la
relacién que existen entre los distintos lados del tridngulo.

_ cateto opuesto
seno =——_————
hipotenusa

b _ cateto contiguo
coseno = -
hipotenusa

¢ _ cateto opuesto
tangente = -
cateto contiguo

C
seno. =— senfp =— Se utilizan las letras griegas a, B... para nombrar a los
a a angulos agudos del triangulo.

c b
coso =— cosfp == ) ) .
a a Nota: Como la hipotenusa es siempre mas

grande que los catetos, el seno y el coseno se
mueven entre los valores -1y 1.
tgoa _E tgp = La tangente, por otra parte, no tiene limite.

Las razones trigonométricas de un d&ngulo no dependen del triangulo rectangulo elegido y son
siempre las mismas para un mismo angulo, debido a la semejanza de tridngulos (si dos triangulos tienen
los mismos angulos, son proporcionales).

Dependiendo del tipo de ejercicio se puede
expresar el angulo con las letras griegas a, B, y...
o con la nomenclatura de la imagen en la que se
nombra por su vértice.

Observa la siguiente imagen para recordar la
forma de nombrar los diferentes elementos de
En un triangulo nombramos sus vértices con letras maydsculas: AB C

.,
un trIaHQU|O En un triangulo nombramos sus lados con la letra del vértice opuesto pero en mindscula a b ¢
En un triangulo nombramos los angulos con la misma letra del vértice pero afadiendo el simbolo ~

Ademas del seno, coseno y tangente tenemos las 3 razones trigonométricas inversas:

cosecante = coseca=

sena

secante = seca=

cosa

1
cotangente = cotga=——
tga
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2.2 Relaciones entre las razones trigonométricas

Existen varias relaciones entre las razones trigonométricas, aqui estan las 3 mas utilizadas (tienes la
demostracion en el pdf de demostraciones).

2
sen"a+cos?a=1

3-. Razones trigonométricas de 30°, 45° y 60°

Existen tres angulos agudos cuyas razones trigonométricas se pueden obtener de una forma sencilla
utilizando el cuadrado y el triangulo equilatero que son figuras de las que conocemos sus angulos.

45°

Para obtener las razones trigonométricas de un angulo de 45° grados vamos a partir de un cuadrado de
lado 1 unidad. Si trazamos una diagonal, obtenemos un triangulo rectangulo. Es triangulo tiene un
angulo de 90° y dos de 45°.

d
1 1

Si ahora aplicamos el teorema de Pitagoras, podemos sacar el valor de la diagonal d.

d’=1°+1°
d=+2
Ahora ya podemos calcular el valor del seno, del coseno y de la tangente.
1 _ 2
sen45° = — = —
V2 2
1 o 1 _ 42
cos45° = —= = —
V2 2
tg45° = 1- 1
1 J 1
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30° y 60°

Para obtener las razones trigonométricas de estos angulos vamos a partir de un tridngulo equilatero de
lado 1. Recuerda que todos los angulos de un triangulo equilatero miden 60°.

Vamos a trazar su altura, quedandonos un triangulo rectangulo (de angulos 90°, 60° y 30°).

‘- A-k
1 1/2

Vamos a aplicar el teorema de Pitagoras para calcular su altura:

2
W = 12—(1) =1-1:=-3
4

2 4
po 3 _ 13
4 2

Y con esto ya podemos obtener las razones trigonométricas de 30° y de 60° ya que son los dos angulos
agudos que aparecen en este rectangulo (como puedes observar estan “intercambiadas”).

1 E
? 1 sen30°=%=% sen60°=% =g
3 1
12 cos30° = % = % c0s60° = % — %
L V3
tg30°=é=%=§ tgGO":%:\/g
2 2

Aunque después de ver esto podras deducirlas en cualquier momento, es conveniente que intentes
memorizarlas ya que se usan para resolver una gran cantidad de ejercicios de trigonometria.

4-. Razones trigonométricas en la circunferencia goniométrica.

Antes hemos visto que podemos representar cualquier angulo dentro de la circunferencia goniométrica y
esto nos da una ayuda increible.
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Porque si trazamos el triangulo que forma ese angulo y nos fijamos en el punto que queda sobre la
circunferencia, nos encontramos que su coseno es su coordenada en el eje x y su seno su coordenada
enel gjey.

¢Por qué sucede esto?
Porque el radio (la hipotenusa del triangulo rectdngulo que se forma) es 1. Y en ese caso, como has visto

en los ejemplos de 30° y 60°, para el angulo formado el valor del cateto contiguo coincide con el
coseno (eje x), y el valor del cateto opuesto coincide con el seno (eje y).

Coordenadas = (0.5, 0.87)

SENO = 0.87

a = 60°

Y gracias a esto podemos obtener muchisima informacién (y evitar tener que aprender muchas férmulas
de memoria).

Esta nueva definicion de seno y coseno nos permite obtener las razones trigonométricas de cualquier
angulo (no solamente los angulos agudos que obtenemos de los triangulos rectangulos) y vemos que
efectivamente el seno y el coseno se mueven entre -1y 1, que son los limites de nuestra circunferencia.

12

ordenadas = (-0.77, 0.64)

06

04

SENO = 0.64 52

-08 =06 =04 =02 o

-08 -0.6 -04 w! 02 04 08 08

COSENO =-0\1
-02

COSENO =0.77

04

SENG@ =0.71
-08
Ccdordenadas = (-0.71, -0.71)




Usando esta circunferencia podemos conocer facilmente las razones trignométricas de 0°, 90°, 180°,
270° y 360°, asi como los signos del seno, coseno y tangente de cualquier angulo.
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Angulo Seno Coseno Tangente
0°| 0 rad 0 1 0
90° | /2 rad 1 0 No definida
180° | T rad 0 -1 0
270° | 3n/2 rad -1 0 No definida
360° | 21t rad 0 1 0
Cuadrante Seno (eje y) Coseno (eje x) Tangente
1° Cuadrante + + +
2° Cuadrante + - -
3° Cuadrante - - +
4° Cuadrante - + -

Observando la circunferencia goniométrica no es necesario memorizar estas tablas.

5-. Reducir al primer cuadrante.

Observa los siguientes angulos: 30° y 150°

Coordenadas = (0.87, 0.5)

SENO =05

0.5

:Notas alguna similitud? Si te fijas, el seno de ambos es igual (también su coseno aunque el signo sea

COSENO = 0.87

15 2

Coordenadas#= (-0.87, 0.5)

SENO =0.5

-0.5 0
COSENO =0.87

=05

diferente). Por lo que si conocemos el valor de las razones de uno de esos dos angulos podriamos

conocer las del segundo.

Vamos a emplear esta propiedad para calcular las razones trigonométricas de angulos de todos los
cuadrantes a partir de los valores de los angulos del primer cuadrante que ya conocemos.
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A esto se llama reduccion al primer cuadrante.
Hay 4 angulos con el mismo seno, coseno y tangente (sin cortar el signo), uno por cada cuadrante.

En el ejemplo anterior serian 30°, 150°, 210° y 330°. Todos estos angulos comparten los mismos valores
para el seno, coseno y tangente, aunque con signos diferentes dependiendo de su cuadrante.

Experimenta con el siguiente enlace: https://www.geogebra.org/m/QmqgYkmwj
podemos sacar las siguientes reglas:
» Para reducir un angulo del 2° cuadrante al primero basta con hacer 180° — a
» Para reducir un angulo del 3° cuadrante al primero basta con hacer o — 180°
* Para reducir un angulo del 4° cuadrante al primero basta con hacer 360° — o

Una vez reducido, nos fijamos en la circunferencia goniométrica para conocer el signo de sus razones
trigonométricas.

Ejemplo: Si queremos averiguar el valor del seno de 210°, lo reducimos al primero:
210°—-180°=30°
Y puesto que el seno en el tercer cuadrante tiene signo negativo

sen210° = —sen30° = —%

¢{Qué sucede si un angulo es mayor a 360°?

Dividimos entre 360° (nUmero de vueltas completas) y el resto es el angulo que nos dara las razones
trigonométricas.

6-. Angulos complementarios, suplementarios y opuestos

Se dice que dos angulos son complementarios si suman 90° (los
dos angulos agudos de un triangulo rectangulo son
complementarios).

En estos casos se cumplen que los valores de sus senos y cosenos 35 o 0
estan intercambiados (como sucede con 30° y 60°).

Conocer esto nos va a permitir relacionar mas angulos entre los
diferentes cuadrantes.



https://www.geogebra.org/m/QmqYkmwj
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Se dice que dos angulos son suplementarios si suman 180°.

El suplmentario de un angulo agudo es “su dngulo del 2° s
cuadrante” 180° — a. Comparten valores para sus razones 05
trigonomeétricas, pero no sus signos. y = 160

-05 0 05

-05s

El angulo se representa en sentido antihorario y
coincide con 360° - a (“su dngulo del 4° cuadrante”). os

a=20° ||g

,05 15

7-. Operar con expresiones trigonométricas

Utilizando todo lo que hemos visto hasta ahora podemos operar con expresiones trigonométricas.

Ejemplo: Siendo « un dngulo del primer cuadrante, simplifica la siguiente expresion:
sena+2sen(a+180°)—cos(90— )

Vamos a aplicar las realaciones entre los dngulos para simplificar la expresion.
sen(a+180°)=—sena - Angulo en el tercer cuadrante. Tiene el seno negativo.
cos(90°—a)=sena - Angulo complementario

Una vez que conocemos su relacion con el angulo a, los sustituimos en la expresion y operamos.

sen a+2sen(a+180°)—cos(90— ) = sena+2-(—sena)—sena = —2sena
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Ejemplo: Demuestra que es cierta la siguiente igualdad

2
sec’ a 2 2 _ coseca
>— = .(1-sen’a)cosec’ a =———
cotg a cos a

Para realizar estos ejercicios no hay un método fijo como sucede para resolver ecuaciones. En estos casos
tenemos que ir probando. Cuantas mds hagas mds facil te resultara.

Para simplificarnos las operaciones vamos a cambiar la secante, la cosecante y la cotangente. Y también
quitaremos el paréntesis aplicando la primera relacién fundamental.

tga 2 1
5 cos o 3 =
cos a sen“a Cosa-sena

Simplificamos los cosenos al cuadrado en el primer lado y luego expresamos la tangente como seno entre
coseno.

sena 1 _ 1
cosa sen’q COsa-sena

Y si ahora simplificamos el seno del numerador con el seno al cuadrado del denominador nos queda:

1 1

CosSa-sena CoSa-senax

Por lo que hemos demostrado que era cierta esta igualdad.
Algunos “consejos”:

a) Deshazte de las secantes, cosecantes y cotangentes. Es mas cdbmodo trabajar solo con senos, cosenos
y tangentes.

b) Aplica las férmulas de las relaciones trigonométricas.

c) Simplifica numeradores con denominadores.

d) Observa todo atentamente: en ocasiones podras sacar comun o tendras identidades notables.

8-. Resolver ecuaciones trigonomeétricas

Una ecuacién trigonométrica es una ecuacion en la que intervienen las razones trigonométricas de uno o
mas angulos. Resolver una ecuacion trigonométrica implica calcular todos los angulos para los cuales es
cierta dicha igualdad.

Al resolver una ecuacion trigonométrica debemos tener en cuenta:

1) En las ecuaciones trigonométricas debemos observar si el resultado tiene sentido.
2) No debemos olvidar que el seno y el coseno varian entre -1y 1.

10
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3) Debemos tener cuidado con los signos de las razones trigonométricas teniendo en cuenta el
cuadrante del angulo.

4) Recordar que no toda ecuacion tiene solucion.

5) Un angulo no es uUnico sirve él y todas sus vueltas.

6) Expresaremos la solucién en grados y radianes.

Ejemplo 1: Cuando solo tenemos una razén trigonométrica.

2senx = 1

Despejamos el seno.

senx =

Este caso es el mas sencillo ya que simplemente tenemos que indicar que angulos tienen como seno "-.

Como hemos estudiado hay 2 angulos con ese valor: 30° y 150°.
Asi que escribimos sus soluciones

x,=30°+360 %k

,conkeZ
x,=150°+360 >k

Ejemplo 2: Cuando tenemos una razén trigonométrica con diferentes grados.

2
2cos’a—cosa—1 =0

En este caso en el que tenemos la misma razon trigonométrica pero con diferentes grados, resolveremos

la ecuacion para esa razoén:

Y ahora estamos en el mismo caso que en el ejemplo anterior:
Sicosa=1 - a,=0°+360-k,conkeZ

—1{a,=120°+360°k

,conke”Z
2 a,=210°+360 >k

Sicosa=

11
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Ejemplo 3: Cuando tenemos varias razones trigonométricas.

senx-cosx+2cosx = 0
En algunos casos tendremos varias razones trigonométricas.
Aqui tendremos que realizar transformaciones como vimos en el apartado anterior para obtener tan solo
una razén trignométrica (y estariamos en los ejemplos anteriores) o conseguir una ecuacién factorizada
sacando factor comun. Este ultimo método es el que vamos a emplear, sacando factor comun cos x.
cosx(senx+2) = 0
Ahora tenemos dos posibilidades:
cosx =0

senx+2 = 0

x,=90°+360 >k

,conke”Z
x,=270°+360 >k

Si cosx = 0 lasolucion es directa:

Si senx+2 = 0 esosignificaque senx = —2 .Y eso no es posible, por lo que esta parte no tiene
solucion.

9-. Resolver triangulos rectangulos

Resolver un triangulo rectangulo consiste en hallar la medida de todos sus lados y todos sus
angulos.

Para resolverlo podemos utilizar:
* Teorema de Pitagoras
* Lasuma de todos los angulos de un triangulo es 180°
* Razones trigonométricas de los angulos (seno, coseno, tangente)

No hay un camino uUnico.

Para resolver problemas en los que tengas que aplicar la trigonometria no te olvides de dibujar el
triangulo con los datos que tienes.

En los problemas no siempre tendras que calcular todos los elementos de un triangulo. Intenta buscar el
camino mas rapido para obtener lo que necesitas.

Vamos a ver varios ejemplos:

12
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Si conocemos dos lados:

Ejemplo: Resuelve el siguiente tridngulo rectangulo.

Como conocemos dos lados (la hiptenusa y un cateto) podemos utilizar el teorema de
pitdgoras para obtener el otro lado.

o 6 cm
b 62:b2+32
B b*=6°-3"=36-9=27
3cm b=\/§z5,19cm

Ahora vamos a calcular uno de los angulos. Vamos a calcular o aunque también podriamos calcular B. Para ello utilizaremos las razones
trigonométricas. Como conocemos todos los lados da igual cual utilicemos. Por ejemplo utilizaremos el seno.

3
sena:E:O,S o =arcsen 0,5=30°

NOTA:  También  podriamos

Por ultimo como la suma de todos los angulos tiene que ser 180° sacamos P facilmente. haber sacado B utilizando las
razones  trigonométricas.
No hay un unico camino

180°=90°+30°+p p=180°-90°-30°=60 ° y

para resolver estos
problemas.

Si conocemos un lado y un angulo

Ejemplo: Resuelve el siguiente triangulo rectangulo.

En este caso solo conocemos un lado por lo que no podemos aplicar pitagoras. Pero al
conocer el valor de uno de los dngulos podemos sacar rapidamente el otro.
o 6 cm

180 ©=90 ©+40 °+0 a=180°-90°—40°=50°
40°

C

Para obtener el valor de alguno de los catetos debemos utilizar las razones trigonométricas. De nuevo tenemos varias posibilidades. Si
queremos obtener ¢ podriamos usar el coseno de 40° (o el seno de 50°).

cos 400:% 0,766:2 c=0,766-6=4,59 cm

Por dltimo podemos emplear de nuevo las razones trigonométricas o aplicar Pitdgoras.
6°= b’ +4,59°
b*=6°—4,59°=36—-9= 1493
b=114,93=3 86 cm

13
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Problema de doble observacion (doble tangente):

En este tipo de problemas debemos resolver un sistema de ecuaciones
para hallar el dato que nos piden (en este caso la altura h). Estos problemas
pueden venir dados de diferentes formas pero su resolucién es siempre

h similar:

1g30°=—"_

o 60° | X+5
30 ® h ~ .
tg60°=— —» h=x1g60°=1,73x

X

5+x
1,73x
xX+5
0,577 (x+5)=1,73x
0,577 x+2,885=1,73 x
h x=2,502m

0,577 =

o 30° i ANl h=2,502-tg60°=4,33m

Continuara...
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